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Abstract. Die neue detailierte Untersuchung eines ma-
thematischen zwei Serotyp Kompartimentmodells einer
mückenübertragenen Krankheit mit temporärer Kreu-
zimmunität zeigt eine Hopf-Bifurkation mit einem Grenz-
zyklus der Lösung, abhängig von der Dauer der temporä-
ren Kreuzimmunität.

Einleitung
Aktuell breiten sich in Europa Tigermücken aus, ei-

ne invasive Mückenart die das Potential hat, Dengue-

Fieber und Chikungunyafieber weiterzugeben. Dengue

Fieber tritt in vier Serotypen auf. Die Verteilung der Se-

rotypen ist regional verschieden. Bei Dengue Fieber ist

die Zweitinfektion mit einem neuen Serotyp potentiell

der gefährlichere Fall, der schwerwiegende gesundheit-

liche Probleme mit Todesfolge auslösen kann [1]. Des-

halb ist die Möglichkeit der Vorhersage der Größe und

Art der Zweitinfektionen von besonderem Interesse.

Wir beschränken uns auf die detailierte Unter-

suchung eines mathematischen Kompartimentmodells

und klammern die Diskussion der praktischen Über-

tragbarkeit auf die Realität aus.

Viele Dengue Fieber Modelle, wie auch hier, benut-

zen eine Modellierung der Mücken, die auch aquati-

sche Mücken einschließt [5, 12, 2, 7, 8]. Zwei-Serotyp

Dengue Fieber Modelle ohne explizites Kompartiment

für die temporäre Kreuzimmunität finden sich z.B. in

[6, 2, 15, 8, 14]. Zwei-Serotyp Dengue Fieber Modelle

mit explizitem Kompartiment für die temporäre Kreuz-

immunität sind seltener untersucht, siehe [7, 8, 9].

1 Kompartimentmodell
Wir betrachten ein Kompartimentmodell (Abbildung 1)

für eine mückenübertragene Krankheit mit zwei Seroty-

pen und temporärer Kreuzimmunität. Alle Gewichte an

den Pfeilen in Abbildung 1 haben die Dimension 1/Tag

und beschreiben die Übergangsraten bzw. Zuwachsra-

ten zwischen den Kompartimenten.

Im Inneren der Abbildung 1 befindet sich das

Mückenmodell mit den aquatischen Mücken Am mit

Geburten, den gesunden erwachsenen Mücken Sm und

den mit Serotyp i der Krankheit infizierten und infizie-

renden erwachsenen Mücken Ii
m. Die Infektion der vor-

her gesunden erwachsenen Mücke geschieht durch den

Stich eines mit Serotyp i der Krankheit infizierenden

Menschen. Infizierte Mücken genesen nicht mehr.

Wir beschreiben jetzt den oberen Ast des menschli-

chen Kompartimentmodells: gesunde infizierbare Men-

schen S mit Geburten, durch einen Stich einer infizie-

renden Mücke mit Serotyp 1 infizierte und infizieren-

de Menschen I1, wieder gesundete Menschen in R1.

Die Menschen in den folgenden Kompartimenten R1,

S2, I12, R des Astes sind immun gegen die früher (im

Kompartiment I1) durchgemachte Erkrankung mit dem

Serotyp 1 der Krankheit. Das entscheidende neue Kom-

partiment R1 sichert die temporäre Kreuzimmunität der

Menschen gegen den anderen Serotyp 2 der Krank-

heit. Die mittlere Aufenthaltsdauer im Kompartiment

R1 dauert ζ−1 Tage. Danach wandern die Menschen in

das Kompartiment S2, sie sind jetzt empfänglich für ei-

ne Infektion mit Serotyp 2 der Krankheit durch einen

Stich einer mit Serotyp 2 der Krankheit infizierenden

Mücke. Im Kompartiment I12 befinden sich die infi-

zierten und infizierenden Menschen mit Zweitinfektion

vom Serotyp 2. Im Kompartiment R sind die von der

Zweitinfektion genesenen Menschen. Analog für den

unteren Ast im menschlichen Kompartimentmodell, mit

Vertauschen der beiden Serotypen.

Jeder Mensch kann also nur einmal an jedem Sero-

typ erkranken. Zudem gibt es eine temporäre Kreuzim-
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Abbildung 1: Kompartimentmodell der mückenübertragenen Krankheit mit zwei Serotypen und temporärer Kreuzimmunität

munität gegenüber dem anderen Serotyp der Krankheit.

Die Modellparameter sind in der Tabelle 1 erklärt.

Damit passt das mathematische Modell prinzipiell zu

Dengue-Fieber. Dieses Modell findet sich bereits in [7]

zusammen mit einer Bestimmung der positiv invari-

anten Mengen und der Koordinaten des trivialen und

krankheitsfreien Gleichgewichtspunktes sowie der Ko-

ordinaten der beiden halbendemischen Gleichgewichts-

punkte. Wir ergänzen jetzt mit der genauen Anzahl

der Gleichgewichtspunkte. Zudem zeigen wir, dass ab-

hängig von der Dauer der temporären Kreuzimmunität

1/ζ für R0 > 1 (Basisreproduktionszahl) mittels Hopf-

Bifurkation des endemischen Gleichgewichtspunktes

eine Grenzzykluslösung möglich ist.

Aus der Abbildung 1 ergibt sich ein System von

nichtlinearen Differentialgleichungen. Sei N eine posi-

tive Konstante. Sei μA := μ̄A + cA und μm := μ̄m + cm.

Sei βmh := Bβ̄mh und βhm := Bβ̄hm. Dabei gilt für die

menschliche Population

Ṡ = μN −
(

βmh
I1
m+I2

m
N )+μ

)
S , S(0) = S0

İi = βmh
Ii
m
N S− (η +μ) Ii , Ii(0) = Ii

0

Ṙi = ηIi − (ζ +μ)Ri , Ri(0) = Ri
0

Ṡi = ζ R j −
(

βmh
Ii
m
N +μ

)
Si , Si(0) = Si

0

İi j = βmh
I j
m
N S j − (η +μ) Ii j , Ii j(0) = Ii j

0

Ṙ = η
(
I12 + I21

)−μR , R(0) = R0

und für die Mückenpopulation (Index m für Mücke)

Ȧm = ϕ
(

1− Am
αkN

)(
Sm + I1

m + I2
m
)− (ηA +μA)Am,

Ṡm = ηAAm −
(

βhm
I1+I2+I12+I21

N +μm

)
Sm,

İi
m = βhm

Ii+I ji

N Sm −μmIi
m,

Am(0) = Am,0,Sm(0) = Sm,0, Ii
m(0) = Ii

m,0

mit i, j ∈ {1,2}, i �= j. Wir betrachten nur Anfangswer-

te, die N = S0 + . . .+R0 für die menschlichen Kompar-

timente erfüllen. Die menschliche Gesamtpopulation ist

also konstant gleich N. Wir definieren den Mücken-

parameter M := ηAϕ − μm(ηA + μA) und die Größe

R0 :=
√

αkβhmβmhM
ϕμ2

m(η+μ) (Basisreproduktionszahl).

Die Parameter A∗
m := NM αk/(ϕηA), Nm :=

A∗
mηA/μm spielen im Folgenden auch eine wichtige

Rolle. Wir definieren mit m := kηA/μm den Polyeder

Ω = {(S, I1, I2,R1,R2,S1,S2, I12, I21,R,Am,Sm, I1
m, I

2
m)

∈ R
14
≥0 | S+ I12 + I21 +R+∑(Ii +Ri +Si)≤ N,

Am ≤ kN, Sm + I1
m + I2

m ≤ mN}

und erhalten:

Satz 1 [7]: Für das Anfangswertproblem sind die

Mengen R
14
≥0 und Ω positiv invariant.

Satz 2: Aus [7] sind bereits der triviale Gleich-

gewichtspunkt Et (S = N, alle übrigen Komponen-

ten null) und der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt
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Parameter Bedeutung Wertebereich Einheit

N Konstante Anzahl der Menschen 0 < N -

B Stechrate Mücke 0 ≤ B Stiche/Tag

β̄mh Ansteckungswahrscheinlichkeit Mücke→Mensch 0 ≤ β̄mh ≤ 1 1/Stich

β̄hm Ansteckungswahrscheinlichkeit Mensch→Mücke 0 ≤ β̄hm ≤ 1 1/Stich

1/μ Lebenserwartung Mensch 0 ≤ 1/μ Tage

1/μ̄m nat. Lebenserwartung Mücke 0 ≤ 1/μ̄m Tage

1/η infektiöse Periode (Mensch) 0 ≤ 1/η Tage

1/ζ Dauer der temp. Kreuzimmunität 0 ≤ 1/ζ Tage

1/ηA Dauer der aquatische Phase 0 ≤ 1/ηA Tage

k (max.) Anzahl der Larven pro Mensch 0 ≤ k -

ϕ Anzahl der Eier pro Brutplatz 0 ≤ ϕ -

α mechanische Kontrolle 0 < α0 ≤ α ≤ 1 -

cA Larvizid 0 ≤ cA ≤ 1 1/Tag

cm Adultizid 0 ≤ cm ≤ 1 1/Tag

Tabelle 1: Konstante Modellparameter

EDFE (S = N, Am = A∗
m, Sm = Nm, alle übrigen

Komponenten null) sowie die beiden halbendemischen

Gleichgewichtspunkte EHE1 und EHE2 bekannt. Sei mit

(S∗, I∗,R∗,A∗
m,S

∗
m, I

∗
m) der endemische Gleichgewichts-

punkt des zugehörigen Ein-Serotyp SIR−AmSmIm Mo-

dells aus [12] (vgl. auch [2, 7]) bezeichnet. Dann lauten

die halbendemischen Gleichgewichtspunkte mit R̄∗ +
S̄∗ = R∗

EHE1 = (S∗, I∗,0, R̄∗,0,0, S̄∗,0,0,0,A∗
m,S

∗
m, I

∗
m,0),

EHE2 = (S∗,0, I∗,0, R̄∗, S̄∗,0,0,0,0,A∗
m,S

∗
m,0, I

∗
m).

Satz 3 (Rohlfs 2023, [3]): Das Differentialglei-

chungssystem mit symmetrischen Parametern besitzt

im R
14
≥0 höchstens die 6 Gleichgewichtspunkte Et ,

EDFE , EHE1, EHE2, EEE und E−.

Beweis: Systematisches Auflösung des polynomia-

len Gleichungssystems mit [13], siehe [3].

Satz 4 (Rohlfs 2023, [3]): Für M < 0 existiert in

R
14
≥0 nur der GGP Et . Für M = 0 gilt Et = EDFE .

Beweis: Für M < 0 gilt, dass für die Gleichge-

wichtspunkte EDFE ,EHE1,EHE2,EEE ,E− die Kompo-

nente Am < 0 ist.

Satz 5 (Folger [8]): Für M > 0 gilt für Anfangs-

werte mit Am(0) > 0,Sm(0) + I1
m(0) + I2

m(0) > 0 und

in Ω: Am
t→∞→ A∗

m und Sm + I1
m + I2

m
t→∞→ Nm. D.h. die

aquatische Mückenpopulation und die erwachsene Ge-

samtmückenpopulation konvergiert gegen eine statio-

näre Lösung.

Generalannahme: Wir beschränken uns daher im

Folgenden auf den interessanten Fall einer nicht-

aussterbenden Mückenpopulation. Sei im folgenden

stets M > 0.

Satz 6 (Rohlfs 2023, [3]): Die Next-Generation-

Basisreproduktionszahl aus dem Original-Algorithmus

nach van den Driessche und Watmough [4] ist durch die

Größe R0 gegeben und stimmt mit der Berechnung mit-

tels der Variante des Algorithmus aus [7] überein. Für

R0 < 1 ist EDFE lokal asymptotisch stabil.

Satz 7 (Rohlfs 2023, [3]): Für R0 < 1 liegen EHE1

und EHE2 nicht in Ω. Der Gleichgewichtspunkt E− liegt

nie in Ω. Der endemische Gleichgewichtspunkt EEE
liegt für R0 > 1 im Inneren von R

14
≥0.

Die Stabilität des endemischen Gleichgewichts-

punktes EEE hängt (mindestens) vom Parameter ζ ab,

wie eine neue numerische Simulation zeigt.

2 Numerische Simulation,
Hopf-Bifurkation, Grenzzyklus

Für die numerischen Simulationen werden neue skalier-

te Variablen eingeführt: Sh = S
N , I1

h = I1

N , I2
h = I2

N . . . ,

Rh = R
N , Ām = Am

kN , S̄m = Sm
kηA
μm N

, . . . , Ī2
m = I2

m
kηA
μm N

. Alle

Komponenten beschreiben jetzt Bruchteile der Gesamt-
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bevölkerung der Menschen bzw. der Mücken und liegen

im Intervall [0,1]. Die numerischen Lösungen wurden

mit SciPy [13] mit dem expliziten Löser DOP853 der

Ordnung 8 erstellt. Folgende Parameter werden benutzt,

siehe [7]:

N = 386000 η = 1
3 μA = 0.18

B = 0.22 ζ = 1
365 k = 3

β̄mh = 0.78 ηA = 0.12 α = 1

β̄hm = 0.66 μm = 1
23 cA = 0

μ = 1
80·365 ϕ = 8 cm = 0

.

Für diese Wahl der Parameter berechnet sich die

Basisreproduktionszahl zu R0 ≈ 3.7. Als An-

fangswert nahe EDFE wählen wir zunächst den

symmetrischen Wert z0 = (0.9999, 5 · 10−5, 5 ·
10−5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0; 1, 1, 0, 0). Da R0 > 1 ist, ist

EDFE instabil, wir können also einen epidemischen

Ausbruch erwarten. Abbildung 2 zeigt die Entwick-

Abbildung 2: Verlauf über ein Jahr

lung über ein Jahr. Man erkennt für die infizierten

Kompartimente den typischen „Krankheitsberg“ mit

initial exponentiellem Anstieg der Erstinfektionen.

Das Maximum ist nach 35 Tagen erreicht, wobei ca.

20.5% der Menschen infiziert sind (beide Serotypen

zu gleichen Teilen). Die Kurven der Zweitinfektio-

nen verläuft deutlich flacher, dies ist ein Effekt der

temporären Kreuzimmunität. Die durchschnittliche

Dauer der Kreuzimmunität in Tagen ist durch 1
ζ

gegeben. Je größer ζ ist, desto früher und schneller

sind Zweitinfektionen möglich und desto höher ist der

Krankheitsberg der Zweitinfektionen. Der Verlauf der

Erstinfektionen wird durch ζ nicht nennenswert beein-

flusst. Abbildung 3 zeigt den Verlauf für verschiedene

Werte von ζ . In Abbildung 4 ist der Verlauf über einen

Abbildung 3: Effekt der Kreuzimmunität

Zeitraum von zehn bzw. 100 Jahren dargestellt. Wir

sehen, dass sich die Infektionszahlen auf ein niedriges

Niveau einpendeln. Die entsprechenden Komponenten

von EEE sind in der Abbildung mit � markiert. Die

Lösung konvergiert anscheinend gegen das endemische

Gleichgewicht EEE . Es stellt sich die Frage ob das

endemische Gleichgewicht EEE lokal asymptotisch

stabil ist. Wir werden sehen, dass dies nicht immer so

ist.

Im Anfangswert z0 sind die Werte von I1
h = I1/N

und I2
h = I2/N identisch gewählt. Wegen der Symmetrie

der beiden Krankheitsäste mit gleichen Parametern und

symmetrischen Anfangswerten in z0 ist die Dynamik

der beiden Serotypen daher vollkommen identisch. Für

asymmetrische Anfangsbedingungen kann die Dyna-

mik anders sein. Wir wählen jetzt einen anderen asym-

metrischen Anfangswert z1 = (0.9999, 5.1e−5, 4.9e−
5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0; 1, 1, 0, 0) und lösen das Anfangs-

wertproblem für diesen noch einmal. Das Langzeitver-

halten bei Start in z1 (100 Jahre) zeigt Abbildung 5.

Nach dem Krankheitsberg nähert sich die Lösung zu-

nächst dem endemischen Gleichgewicht EEE an, be-

ginnt dann aber, immer stärker zu oszillieren. Dabei ist

zu beachten, dass sich zuerst die Erst- und Zweitinfek-

tionen annähern, die Kurven sich aber danach nach Se-

rotypen aufspalten. Es ist dann in periodischen Abstän-

den immer einer der beiden Serotypen dominant. Das

endemische Gleichgewicht scheint also nicht global sta-
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Abbildung 4: Langzeitverlauf. Die �-Marker rechts sind die
entsprechenden Werte des endemischen
Gleichgewichts EEE .

bil zu sein. Wir untersuchen die lokale Stabilität und

wählen Anfangswerte nahe EEE :

z2 ≈ EEE(ζ =
1

4 ·365
)+w

z3 ≈ EEE(ζ =
12

365
)+w

w = (0,−10−7,10−7,0, . . . ,0)

In Abbildung 6 sind die resultierenden Lösungen zu

sehen. Hier wurden die Erst-und Zweitinfektionen (pro

Serotyp) summiert und einmal als Zeitreihe (links) und

einmal als Phasenplot (rechts) aufgetragen. Die Lö-

sungen zu den beiden Anfangswerten z2 und z3 unter-

scheiden sich deutlich. Für ζ = 1
4·365 (oben) beginnt

die Lösung wieder zu oszillieren, d.h. EEE scheint in

diesem Falle instabil zu sein. Nach sehr langer Zeit

(T > 146000) scheint sich das System auf einen peri-

odischen Orbit einzuschwingen. Der periodische Orbit

ist im Phasenplot (oben rechts) in orange dargestellt.

Die Periode ist etwa 2116 Tage (5.8 Jahre).

Für ζ = 12
365 (unten) nähert sich die Lösung dem en-

Abbildung 5: Verlauf über 100 Jahre, der Anfang der Lösung
(t < 637) ist aus Skalierungsgründen nicht
geplottet.

demischen Gleichgewicht, in diesem Fall ist EEE an-

scheinend stabil.

Wir berechnen jetzt numerisch mit SymPy [13] die

Eigenwerte der Jacobimatrix in EEE(ζ = 1
4·365 ) bzw.

EEE(ζ = 1
4·365 ) und erhalten 8 reelle negative Eigen-

werte, ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte mit
positivem Realteil und zwei Paare konjugiert komple-

xer Eigenwerte mit negativen Realteil bzw. 8 reelle ne-

gative Eigenwerte und drei Paare konjugiert komplexer

Eigenwerte mit negativen Realteil.

Das Ergebnis bestätigt die numerischen Resultate in

Abbildung 6. Aus dem Satz über die linearisierte Stabi-

lität folgt, dass EEE(ζ = 12
365) lokal asymptotisch stabil

ist, da alle Eigenwerte negativen Realteil besitzen. Für

die Linearisierung in EEE(ζ = 1
4·365 ) finden wir ein Paar

konjugiert komplexer Eigenwerte mit positivem Real-

teil, das endemische Gleichgewicht ist in diesem Fall

instabil.

Da die Jacobimatrix stetig von ζ und der Realteil ei-

nes Eigenwerts stetig von der Matrix abhängt, können

wir mit dem Zwischenwertsatz folgern, dass der Real-

teil des Eigenwerts zwischen 1
4·365 und 12

365 eine Null-

stelle ζ ∗ besitzt. Dort ändert sich die Stabilität des ende-

mischen Gleichgewichts EEE , d.h. das qualitative Ver-

halten des Systems ändert sich in ζ ∗. Ein Parameterwert

mit dieser Eigenschaft heißt Bifurkationspunkt.

Wir wollen jetzt die Bifurkationspunkte für ζ
numerisch bestimmen. Auf einem äquidistanten Gitter
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Abbildung 6: Lösungsverhalten nahe EEE für verschiedene Werte von ζ ; oben: instabil, unten: stabil.

auf dem Intervall
[

0.01
365 ,

100
365

]
mit 1000 Gitterpunkten

wurde jeweils die Jacobimatrix für ζ ausgewertet, die

Eigenwerte numerisch bestimmt und der „Pfad“ des

kritischen Eigenwertpaares verfolgt. Der Verlauf des

Realteils der Werte ist in Abbildung 7 über ζ aufge-

tragen. Der Realteil überquert zweimal die imaginäre

Achse, d.h. das endemische Gleichgewicht EEE wech-

selt zweimal die Stabilität (stabil→instabil→stabil).

Die beiden Bifurkationspunkte wurden mit „manueller

Intervallhalbierung“ bestimmt zu:

ζ1 ≈ 0.0003929509374 ≈ 0.14342709214/365

ζ2 ≈ 0.0208272049771 ≈ 7.60192981667/365.

Die bisherigen Berechnungen legen die Vermutung

nahe, dass hier in beiden Bifurkationspunkten eine

Andronov-Hopf-Bifurkation vorliegt. Zum Nachweis

beziehen wir uns auf die Darstellung in [11]. Wie oben

beschrieben sind die Voraussetzungen erfüllt:
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Abbildung 7: Realteil des interessanten Eigenwertpaars in

EEE für ζ ∈ [
0.01
365 ,

100
365

]
.

• Es gibt eine Familie von Gleichgewichten EEE(ζ )
nahe ζi.

• Die Jacobimatrix F ′(EEE(ζ ),ζ ) hat ein einfaches

Paar konjugiert komplexer Eigenwerte, das in ζi
rein imaginär ist.

Nachzuweisen sind noch die Bedingungen für die

Nichtdegeneriertheit [10]:

1. (Reλ )′(ζi) �= 0. Dies können wir in Abbildung 7

ablesen, es gilt (Reλ )′(ζ1)> 0 bzw. (Reλ )′(ζ2)<
0 (angenommen, dass die Funktion glatt ist).

2. Der (erste) Lyapunov-Koeffizient l1(ζi) muss un-

gleich null sein.

Für die Lyapunov-Koeffizienten benutzen wir die

folgende Formel [11]:

l1(ζi) =
1

2ω0
Re[〈p,C(q,q, q̄)〉−

−2〈p,B(q,A−1
0 B(q, q̄))〉+

+〈p,B(q̄,(2iω0In −A0)
−1B(q,q))〉].

Dabei ist ω0 der Imaginärteil des Eigenwertpaares

λ (ζ ), λ̄ (ζ ), A0 die Jacobimatrix im Bifurkationspunkt,

sowie B und C die zweiten bzw. dritten Ableitungen

von F . q ist ein Eigenvektor von A0 zum Eigenwert iω0,

p ein adjungierter Eigenvektor von AT zum Eigenwert

−iω0. 〈·, ·〉 bezeichnet hier das Skalarprodukt auf Cn. p
und q werden so skaliert, dass 〈p,q〉= 1 und 〈q,q〉= 1

ist. q̄ bezeichnet den komplex konjugierten Vektor. Da

das polynomiale Gleichungssystem für die Gleichge-

wichtspunkte nur Terme höchstens zweiten Grades ent-

hält, ist hier C = 0 und B konstant, was die Berech-

nung deutlich vereinfacht. Mit Hilfe von SymPy be-

rechnen wir die Lyapunov-Koeffizienten zu l1(ζ1) < 0,

l1(ζ2) < 0 Beide sind negativ, also sind beide Bifurka-

tionspunkte nicht degeneriert, d.h. es gibt stabile peri-

odische Orbits (nahe ζi). Das ist in beiden Fällen der

sogenannte superkritische Fall der Hopf-Verzweigung.

Wir halten als Ergebnis aus Abbildung 7 und 8 und der

theoretischen Untersuchung fest.

Satz 8: Seien die oben genannten Parameterwer-

te benutzt. Sei 0 < ζ < 0.26. Dann gilt: Der endemi-

sche Gleichgewichtspunkt EEE ist lokal asymptotisch

stabil für ζ < ζ1 oder ζ > ζ2. Der endemische Gleich-

gewichtspunkt EEE ist für ζ1 < ζ < ζ2 instabil und es

gibt einen stabilen periodischen Orbit. Bei ζ1 und ζ2

tritt eine superkritische Hopf-Verzweigung auf.

Zusammenfassung
In [8, 15] sieht man bereits eine komplizierte Dynamik

in den numerischen Lösungen bei verschiedenen zwei

Serotyp Modellen einer mückenübertragenen Krank-

heit. Hier wird jetzt erstmals konkret für R0 > 1 ein

stabiler Grenzzyklus um einen instabilen eindeutigen

endemischen Gleichgewichtspunkt nachgewiesen. Das

Auftreten hängt (mindestens) von der Dauer der tempo-

rären Kreuzimmunität 1/ζ ab. Bei zeitabhängigen Pa-

rametern, wie in der Realität, kann die Dynamik selbst-

verständlich noch komplizierter sein.
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Abbildung 8: Periodische Orbits zwischen ζ1 und ζ2
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