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Abstract. Wir untersuchen ein Kompartimentmodell
einer muckenutbertragenen Krankheit mit
Kreuzinfektionen. Das Modell enthalt verschiedene
Vogelarten und eine Muckenart. Es wird gezeigt, dass es
fur %, > 1 neben dem eindeutigen krankheitsfreien
Gleichgewichtpunkt nur genau einen weiteren
endemischen Gleichgewichtspunkt gibt. Zusatzlich
werden Lyapunov-Funktionen flr beide Equilibria unter
Verwendung der Basisreproduktionszahl und deren
glltige Bereiche vorgestellt.

Einleitung

Fiir vektoriibertragene Krankheiten, wie dem West-
Nil-, Usutu-, Dengue-, Chikungunya-Virus und vielen
Weiteren, welche grundsitzlich in tropischen und
subtropischen Arealen auftreten, besteht aufgrund des
Klimawandels eine Tendenz und immanente Gefahr,
dass diese innerhalb von Europa ausbrechen und
katastrophale Epidemien auslosen konnen [1, 2, 3].
Die Infektion von gesunden Individuen ist hierbei
hauptsichlich von der Anzahl infizierter Individuen
einer anderen Spezies abhidngig. Es spielen abhingig
von der Krankheit Insekten (Vektoren) wie Moskitos,
Zecken oder Flohe eine fundamentale Rolle in der
Infektionsiibertragung und Verbreitung [4].

In diesem Paper wird aus diesem Grund ein generelles

Kompartimentmodell einer vektoriibertragenen
Krankheit  vorgestellt, welches, neben einer
Vektorspezies, mehrere weitere Empfingerarten

enthilt. Der Ubersicht halber werden hier stets Miicken
den Vektor spielen und beliebig viele verschiedene
Vogelarten die Infektionstrdger, was ein mogliches
Szenario der Verbreitung des Usutu- oder West-Nil-
Virus beispielsweise sein konnte.

Fiir die zwei erwdhnten Viren wiirde das konkret
bedeuten, dass die Infektionsrate von Vogeln
abhingig von der Anzahl an infizierten Miicken
und die Infektionsrate der Miicken abhingig von der
Anzahl der infizierten Vogeln ist. Die Moglichkeit
der Unterscheidung von verschiedenen Vogelarten
ist wichtig, weil einerseits verschiedene Spezies
unterschiedlich anfillig sein konnen und auch
unterschiedlich zur Verbreitung beitragen konnen.
Eine sinnvolle Aufteilung innerhalb einer Anwendung
wire beispielsweise in anfillige heimische Vogel und
stark verbreitende Zugvogel.

1 Modell

Jede einzelne Vogelart besteht im Wesentlichen
aus einem klassischen SEIR-Modell [5], bei dem die
Infektionsrate jedoch aus einem der jeweiligen Vogelart
zugeordneten Infektionsparameter und der Anzahl der
infizierten Miicken besteht.

Bei den Miicken wird dahingegen eine Aufteilung
in Larven und erwachsene Miicken vorgenommen.
Hierbei werden die erwachsenen Miicken ebenfalls
durch ein angepasstes SEIR-Modell dargestellt,
bei dem das R-Kompartiment weggelassen wird,
weil diese aufgrund ihrer kurzen Lebensdauer
bis an ihr Lebensende als infiziert angenommen
werden konnen. Als Infektionsrate haben die
Miicken eine Linearkombination der infizierten
Kompartimente der Vogel. Daraus ergibt sich
ein System von Differentialgleichungen mit nicht-
negativen Anfangswerten und positiven Parametern.
Die Kompartimente Ey,[Ii,E,,I, sind die infizierten
Kompartimente, die Kompartimente I,/, sind die
infizierenden Kompartimente.
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Anfangswertproblem (AWP):
Firk e {1,...,n}:

Sk = Ax — (Bedy + 1) Sk
Ey = BiluSi — (% + i) Ex
Iy = YEr — (M + i) i
Ry = Mieli — Ry

mit S¢(0) = Sk,
mit [;(0) = I,

mit Ex(0) = Ey,
mit R (0) = Ry,

L=A;— (bM + ,LlL)L mit L(O) =1L
n
Sy =byuL— (Y cili+10,)S, mit S,(0) =S,
k=1
Z ciliSy — (% + ) )E, mit E,(0) =E,,

I, =%E, — wl, mit 7,(0) = I,

Schnelle Berechnungen liefern, dass Losungen des
AWPs stets nichtnegativ bleiben (die Menge R>(6’+1)
ist positiv invariant) [6, Kapitel 4], beschridnkt sind
(Betrachtung der Gesamtbevolkerung) und fiir alle
Zeiten t > 0 existieren [7, Kapitel 4].

Zusitzlich kann die Basisreproduktionszahl %, nach
[8, 9] berechnet werden. Hierbei wird die Formel

T = - BiciViSi, oFEYsSv,pFE
S (4 ) (M + 1) (% + o) (1)

erhalten, wobei mit dem tiefgestellten ,,DFE“ die
Werte der jeweiligen Kompartimente im eindeutigen
krankheitsfreien Gleichgewicht (DFE) gemeint sind,
welches in Kapitel 2.1 weiter erldutert wird.

2 Gleichgewichtspunkte

Durch  Nullsetzen der rechten Seite des
Differentialgleichungssystems aus dem ersten Kapitel
werden die Gleichungen

0= A — (Bedy + ) Sy (1)
0= BlyS;— (% + ) Ef (2)
0= WEE — (i + ) I 3)
0= Ml — LRy 4)
0= A — (by + pg)L* )
0= byl —( Z el + ) Sy (6)
0= Z il Sy — (% + wy)Ey (7N
0= WE, — Iy ®)
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erhalten. Gleichgewichtspunkte miissen diese
Gleichungen alle erfiillen.

Aus (1), (5) und (6) ergibt sich fiir ein beliebiges
Gleichgewicht Z schnell:

. A

=— Vke{l,...,n},
Bl + ik
. A
L=t
b + g )
. byl
v—"™mn
Y oy 4y
k=1

Wegen der Positivitdt der Parameter, der Betrachtung

von Losungen des Anfangswertproblems nur in

1
der positiv invarianten Menge R>(6‘+) und der

Beschrinktheit von Losungen sind die Kompartimente
§k,f, und S, nach (9) echt positiv.  Alle iibrigen
Kompartimente von Gleichgewichtspunkten in ]R>(g D
sind nichtnegativ. Das folgende Lemma liefert eine
nutzvolle Folgerung fiir Gleichgewichtspunkte.
Lemma (Appel 2024):

Fiir ein beliebiges Gleichgewicht Z des betrachteten

Kompartimentmodells in R4(n+l) gilt:

(3re{l,....n}: [ >0VE >0)VE, >0V, >0
I
Vme {1,....,n}: (I >0AE, >0)AE, >0Al, >0
Beweis:

Aus (2), (3) und (8) erhilt man

L ® N p @ % BeSk 1 ®
k= k — v —
Nk + Ui Nk + Mk Ve + Mk
) Y BSk %o

= E, (10)
Nk + Mk Yie + Hic Ky

—
=

—

fiir ein beliebiges k € {1,...,n}.

Da 0 < S < oo fiir alle k € {1,...,n} ist, ergibt sich
mit (10) eine Kopplung zwischen allen infizierten
Kompartimenten im Gleichgewicht. Nachdem dieser
Zusammenhang fiir beliebige k € {1,...,n} gilt, folgt
die obige Implikation. U
Das Lemma hilt fest, dass sobald in einem
Gleichgewicht Z in Ri(gﬂ) ein beliebiges infiziertes
Kompartiment positiv ist, miissen alle anderen
infizierten Kompartimente ebenfalls positiv sein.
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2.1 Krankheitsfreier Gleichgewichtspunkt

Definition 1:

Als krankheitsfreien Gleichgewichtspunkt (DFE)
bezeichnet man einen Gleichgewichtspunkt, in
dem die infizierten Kompartimente null sind.
Also Losungen zppg von (1)-(8), fiir welche
Expre = Ik pre = Evpre = L, pre = 0 Vk gilt.

Satz 1:

Im betrachteten Kompartimentmodell existiert genau
ein krankheitsfreier Gleichgewichtspunkt im R ("H).
Beweis:

Die eindeutigen Werte der weiteren Kompartimente
im krankheitsfreien Gleichgewicht konnen mit (4)
und (9) sehr schnell bestimmt werden (reguldres lin.

Gleichungssystem). U
Satz 2 (Appel 2024):

Fir %2, < 1 ist der (eindeutige) DFE der einzige
Gleichgewichtspunkt in RS (Hl) fir das betrachtete
Kompartimentmodell.

Beweis:

Angenommen es gibt ein weiteres Gleichgewicht
Z in R><3+l), welches nicht der DFE ist. Wegen
der Eindeutigkeit des DFEs und dem Lemma
kann angenommen werden, dass [, > 0 und
L, > 0Ym € {l,....n} fir das zusitzliche
Gleichgewicht gelten muss. Nun wird mit (7) und
(8) der Zusammenhang

Ly W %ot o

gezeigt und dieser in die Teilgleichung von (2) und (3)
aus (10) eingesetzt, was

cIS
P BiSk %E H

M+ Mk Ve + e o %o+ My

ergibt. Zusammengefasst wurden also mithilfe
von (1)-(8) zwei unabhingige Gleichungen
hergeleitet, die einen Zusammenhang zwischen
IAk und IAV herstellen, und zu dem eben erhaltenen
Ausdruck zusammengesetzt. Dieser wird nun iiber
alle k € {1,...,n} mit dem jeweils zugehorigen
Koeffizienten ¢; aufsummiert, was

A Z ClIlS

SN % BSk o=
£ oi-1o
k=1 k=1 nk+.uk Yo+ Wk by Yo+ Ly

-~ Bre VYo SiSy !
(Z’l (% + i) (M + ) (%o + o) );

ergibt. Es muss also

5kck7’1<}’v§v§k ) =1

( (Ve ) (M + ) (% + )l

an

™=

fiir das Gleichgewicht Z gelten.

Dies entspricht nahezu dem  Quadrat der
Basisreproduktionszahl %Z,. Die einzige Abweichung
ist die Nutzung der nicht kranheitsfreien
Gleichgewichtpunkte aus (9) und nicht des DFEs,
wofiir die ndchsten zwei Gleichungen

A I+ .
Sk,DFE = ,LT/]: = Wsk
noo (12)
Y cidi+ Wy
S.prE = by _ k=1 g
" (byr + 1p) py Wy '

nun einen Zusammenhang liefern.

Abschliefend werden die beiden Gleichungen (12)
umgestellt und in (11) eingesetzt, womit dann mit
Abschitzungen ein Widerspruch erlangt wird:

| = i Brck i YoSv.0FESk.DFE i ).
2 e+ 1) (M + i) (% + M)t Bedy, +
———
>0 <1
<=@0§1
s
kZICkIH-IJv
N
<1

2.2 Endemischer Gleichgewichtspunkt

Definition 2:

Ein vom DFE verschiedener Gleichgewichtspunkt
wird in diesem Kompartimentmodell endemischer
Gleichgewichtspunkt (EE) genannt.

In einem endemischen Gleichgewichtspunkt ist also
mindestens ein infiziertes Kompartiment nicht null.
Interessante endemische Gleichgewichtspunkte liegen
in der positiv invarianten Menge Ri(g ),

Frage: -

Wieviele endemische Gleichgewichtspunkte existieren

in R;%’H) abhingig von %,?
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Satz 3 (Appel 2024):

Falls Zy > 1 gilt, existiert fiir das Modell nur genau ein
endemisches Equilibrium (EE) in RXY

Beweis: -

Falls ein beliebiges endemisches Gleichgewicht z* in
]Ri(gﬂ) existiert, miissen fiir dieses die Gleichungen
(1) — (8) erfiillt sein. Fiir den Beweis wird zunéchst
eine nur von [; abhdngige Gleichung konstruiert.
Wegen dem Lemma, kann angenommen werden, dass
alle infizierten Kompartimente im Gleichgewicht echt
positiv sein miissen. Mit den Gleichungen (1)—(8)

werden die zwei Gleichungen

r ® Y pe@ % Bily S (9)
= k= =
Nk + Uk Mk + Mk Ve + Mk

YiAx
= (13)
(M + i) (% + 1) (14 55

Z Ckl* S*
po® Fp @R E ©
Hy My %"’.uv
©) YobmAL 1”, (14)
uv<}/v+uv)(bM+ﬂL> (1+n7‘*)
kglc‘k]k

—
=

—
=

hergeleitet, welche jeweils fiir ein beliebiges k €
{1,...,n} den Wert [} und I; in Abhingigkeit
zueinander setzen.

Durch Einfiigen von (13) in (14) erhidlt man eine
Gleichung, welche rein von I} abhidngig ist. Zuvor
werden noch, der Ubersichtlichkeit halber, Parameter
in

_ YAk
aj -—
(M + i) (Ve + i)
__ YobmAL
(% + o) (bag + ML)
zusammengefasst:
. (14) 1 (13) 1
I’ ='b =b <~
v (l_i_nllx*) (1+n Iivl )
kél i kglckak ( ﬁ’;',‘:f)
Hy, = Ckak*iv . (15)
' k; (I +5)
=:h(Iy)

Sei die Funktion h : (Ib,) — R,u — h(u) =

38

chak L=
=1 (ﬁk)

und wegen (15) ist jeder giiltige Wert fiir /; > 0 im
Urbild von u, unter 4. Nachdem die Funktion £ fiir

€ (Ib,0) und damit fiir alle # > 0 definiert und stetig
differenzierbar ist, kann die Ableitung

mit lb = —mln(ﬁ - ,%) < 0 definiert

P n Btb
—h(u) =-Y aqa—"—F—

Ly B2
in diesem Bereich berechnet werden und es folgt sofort,
dass sie fiir alle # > 0 negativ ist. Daher ist das Urbild
von W, € (0,c0) hochstens einelementig, weshalb es
maximal nur einen moglichen Wert fiir I} gibt. Es gibt
sogar exakt ein Urbild fiir u, unter A, weﬂ

C bﬁk
Chlk T~ kak
0) = Yoy g = e
ck Bk Vo YieSv,DF ESk.DFE

= %(%.uv > Hy

= M+ ) (% + 1) (8 + )

gilt.

Damit existiert eine eindeutige Wahl von I fiir den
endemischen Gleichgewichtspunkt. Aus der Gleichung
(13) folgt sofort das Gleiche fiir J;/ fiir beliebige k €
{1,...,n}. Mit den Gleichungen (1),(2),(4),(6) und
(7) folgen, dass alle weiteren Kompartimente ebenfalls
eindeutig gewdhlt werden miissen, was den Beweis

vervollstindigt. (]
Satz 3a:

Fir %y > 1 liegt der (eindeutige) endemische
Gleichgewichtspunkt (EE) aus R>(0+ ) sogarin R ("H)
Beweis:

Mit der eindeutigen Losung fiir den EE in R4<n+l) und

dem Lemma und den Gleichungen (1)—(8). O
Eine geschlossene Darstellung der Komponenten des
EEs in Abhingigkeit der Parameter ist leider nicht
fiir eine allgemeine Anzahl n der Vogelarten moglich.
Gleichung (15) kann zu einem Nullstellenproblem eines
Polynoms vom Grad n + 1 umgeformt werden. Eine
(eindeutige) numerische Losung des Polynoms in I
oder auch von (15), jeweils zusammen mit I > 0, ist
moglich.

3 Stabilitat

Also existiert fir %2y < 1 nur der DFE in R ("H),

welcher dann fiir %, < 1 auch lokal asymptotisch stabil

ist. Fiir Zy > 1 gibt es zusitzlich den EE in R ("H).
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3.1 Krankheitsfreier Gleichgewichtspunkt

Von Z. Shuai und P. van den Driessche wurde in [10]
eine Moglichkeit gezeigt, um eine Lyapunov-Funktion
[6, Kapitel 5.5] auf einer positiv invarianten Menge
I' zu konstruieren. Hierbei wurde die Lyapunov-
Funktion Q(x) = ®”V~'x hergenommen, wobei @ der
Linkseigenvektors der Matrix V~!F zum Eigenwert
Ho ist und die Matrizen F und V aus der Berechnung
der Basisreproduktionszahl (z.B. in [9]) hergenommen
wurden. Hierbei beschreibt x den Vektor der infizierten
Kompartimente. Die Idee ist also zu zeigen, dass alle
infizierten Kompartimente gegen Null gehen. Die
in [10] gezeigte Variante zum Beweis der globalen
asymptotischen Stabilitdt funktioniert jedoch nicht,
weil die Matrix V! F nicht irreduzibel ist und deshalb
nur @ > 0 (statt @ > 0) gilt. Der nichste Satz
demonstriert die Konstruktion einer strikten Lyapunov-
Funktion fiir Zy < 1 auf Basis einer Erweiterung des
Verfahrens aus [10].

Satz 4 (Appel 2024):

Sei Zy < 1. Es wird nun der Linkseigenvektor o’ =
. S Sy

(O 00 () [THCTENTS) *@0> der

Matrix V~!'F zum Eigenwert %, zu einem Vektor @
erweitert, welcher wie folgt definiert wird.

Seien
Yi CiSv’}/v .
;= 1-% Vi=1...n
? 2(ni+ﬂi) .uv('}’v +I~Lv) ( O)
—_———
:Zdl'
Onit == So-o(1 — Bo)
2y
(PiI:—(p,'ni_._.‘ui Vi=1...n
— o M

¢n+1 . On+1 %

V= ((Pl O Oup1 D1 On ¢n+1)
und damit

~ ~ 7
_((Pl O Qe di e dy %+7°)>0
S | X .. .
mit d; = (5 + 3%)d; fir alle i € {1,...,n} gegeben.
Dann gilt:

« Mit dem angepassten @ ist O = @'V ~'x eine
Lyapunov-Funktion auf der positiv invarianten
Menge ' := {z € R"*+* | Vk € {1,...,n},S5; +

Ex+ I+ R < Sepre NL=L*ANS, +E, +1, <
Sy.pre } und die Ableitung von Q ist entlang einer
Losungskurve nur gleich Null, wenn x = 0, also
alle infizierten Kompartimente Null sind.

* Das DFE ist auf der Menge I global asymptotisch
stabil.

Beweis:

Der Vektor v wurde derart konstruiert, dass v/ V~I1F =
0 gilt und @ > 0 ist. Sei z(¢) nun eine beliebige in I"
startende Losungskurve des AWPs aus Kapitel 1:

(0001 = 0TV = 0TV (F—V)x— f(x,y)

~

=0V I Fx+ )V IFx—@"x— "V f(x,y) =
N—— ——

:wT%() =0
= (%o — &) x—d'V 1 f(x,y) <O0.
<0 >0

Also ist die Ableitung von Q(x) = ®"V~!x entlang
einer Losungskurve in I" kleiner gleich Null. Nachdem
I auch positiv invariant ist, ist O eine Lyapunov-
Funktion.

Fiir ein x # 0 ist die Ableitung echt kleiner Null, was
den Beweis der ersten Aussage vervollstdndigt.

Fiir die auf der Menge I" definierte Lyapunov-Funktion
Q kann nun das Invarianzprinzip von LaSalle [11,
Theorem 1] angewendet werden.  Fiir die darin
definierte Menge E = {z € I | x = 0} ergibt sich
schnell die Menge aller krankheitsfreien Zustinde in
I Nun wird noch die grofite invariante Teilmenge
M aus E benétigt. Offensichtlich bleiben jegliche
krankheitsfreie Zustdnde krankheitsfrei und kombiniert
mit der positiven Invarianz von I' folgt die positive
Invarianz der Menge E = {z € T | x = 0}.

Losungen des krankheitsfreien (und dadurch linearen)
Differentialgleichungssystems konnen leicht analytisch
berechnet werden, wodurch schnell gezeigt werden
kann, dass nur der DFE in E negativ invariant
ist, weshalbo M = {DFE} ist und nach LaSalles
Invarianzprinzip die gesuchte globale asymptotische
Stabilitdt des DFEs auf der Menge I gilt.

3.2 Endemischer Gleichgewichtspunkt

Nachdem nach [8, Kapitel 5, Theorem 1] fiir Zy > 1
das DFE ein instabiler Gleichgewichtspunkt ist, stellt
sich nun die Frage iiber die Stabilitdt des eindeutigen
endemischen Equilibriums.
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Satz 5 (Appel 2024):

Im Fall Z, > 1 existiert fiir das EE z* eine Lyapunov-
Funktion W auf der Menge ['zg := i(gH) und das EE
ist auf I'gr global asymptotisch stabil.

Beweis:

Fir das EE wird mithilfe eines iiblichen
Standardansatzes wie zum Beispiel in [5, 12] eine
Lyapunov-Funktion definiert und bewiesen. Sei

W(SlvElvllaRla"'7SnvEnvlnaRl‘laLasv»EV;IV) =

u S E
Y |ex(Se—Si = S{In(3H) + fulEe — B — E{ In(5))+
k=1 k k
B/

gl I~ InCE)) + (R~ R~ RiIn(22)| +

k k
+d(L-L Lln( ) +e(Sy SV—SVI(S*))
AU~ B = B () + gl — 1~ In(2)

V

ein Kandidat einer Lyapunov Funktion mit

ek fi, 8k, > 0 Vk € {1,...,n}, d,e,f,g > 0 und
dem EE z*. Wegen Lemma 1 mit (9), (4) und (5)
sind alle Kompartimente im EE echt grofer Null.
Kombiniert mit der Definitionsmenge ['rr sind alle
Werte in den Logarithmusfunktionen stets positiv und
deswegen ist W wohldefiniert.

Aus einer einfachen Beobachtung folgt, dass das
endemische Equilibrium z* das Minimum von Wist und
W auf dem Bereich I'gg nichtnegativ ist. Nun wird die
Nichtpositivitit der zeitlichen Ableitung entlang einer
beliebigen Losungskurve z(¢), die in Tgg liegt, gezeigt:

j z:, { *Sj )Si + fi(1 *%;)EH
+gk(1— £)1k+hk( ];E)Rk}-i-
+d(1-%>L+e(1—%)Sv+
g1 =B+l = T,

Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit wird zuerst ein
Summand der ersten Summe in einer Nebenrechnung
untersucht.  Sei zuvor e; = fi , g = %ek
und i = 0, damit einige gemischte Terme in der
folgenden Rechnung wegfallen. Das Weglassen der
Kompartimente R; aus der Lyapunov-Funktion ist
problemlos moglich, weil die Differentialgleichungen
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dieser von allen anderen entkoppelt sind.
Nebenrechnung 1:

ex(1— %’t)(/\k — (Bidy + ) Si)+

E
+er(1— Fi)(ﬁklvsk — (% + ) Ex )+

+ I
+€ku( — EYWE — (M + m)l) =
Ye I
S E;
=e /\k—ukSk—/\k +l3k1 Sk + WSy — ﬁkIvSkF+
+ (W + ) Ef — i ykuk (M + ) I —
Ex L et ] =
— (% + ) E; E L g 2= " (nk‘HJk)Ik} =

In der letzten Zeile wurde Ej = E,j% einmal genutzt,

was wegen Lemma 1 auch unproblematisch ist.

Nun werden die meisten Summanden, die von einem
momentanen Kompartimentenwert abhingig sind, so
umgestellt, dass mit angepassten Versionen der
Gleichungen (1), (2) und (3) ein gemeinsamer Vorfaktor
erhalten werden kann.

S
— WSk — (Bl + 1) S <+

S
+[3k1351<fi + WSy —ﬁkliskfi§*k + Bily i —

= e (Bl + S

E I} .
ﬁkI*SkI* ﬁkI*SkE k+ﬁk1 }

Sy — Sk Sy,
Zek[—lik((ksk) L4

IS;E I EiL

Damit ist die Untersuchung von diesem Summanden
abgeschlossen und es wird der letzte Teil der Summe
analog in einer verkiirzten zweiten Nebenrechnung
untersucht Zuvor werden die Vorfaktoren giinstig auf

d= bM+uL ,e=f=1undg= %J’“V gesetzt.
Nebenrechnung 2:

by L Sy

——)(AL— (b 1— =) (byL—
v L)AL = (bw+ pu)L) + (1= ) (b
n E‘ﬂj n

- (Z ekl + w)Sy) + (1 - E)(Z cleSy — (% + ) Ey)+

k=1 v k=1

hWti L
+ " (1**)(%15 — k) ==
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L LS S ¢ L
SR Iis;[4+ -
Hy v( L L* S, S§)+1§16kk v +I]j

L L*S, IIS'E, I E:I
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Die letzte Ungleichung folgt aus der zweifachen
Anwendung der AM-GM Ungleichung (z.B. [7,
s.161]), welche gesondert den Ungleichungen

L' LS S, /L" LSS,

LS, s \\Trs, s

St L ScEf E Iy L* LS IS E
Sc LS E E I L LS, ISiE
LJEL

Erl, ~

>d%h&@&¢UL%&&m&w:7
- Sely S ExEf Iy L L*S, I} S} EyE) L
entspricht.

Damit die Funktion W eine Lyapunov-Funktion ist,
muss nun noch sichergestellt werden, dass beliebige
Losungen, die in I'gg starten, diese Menge auch nicht
verlassen. Sei nun zq ein beliebiger Startwert aus ['gg.
Dadurch existiert W(zp) < e und es ist wohldefiniert.
Nun muss gezeigt werden, dass die Losung z(7)
mit Startwert zo nicht den Definitionsbereich von W
verldasst. Dies wiirde genau dann passieren, wenn

innerhalb der betrachteten Losung z(¢) ein beliebiges
Kompartiment gegen Null gehen wiirde. Als direkte
Folgerung wiirde dann die Lyapunovfunktion W gegen
unendlich gehen, was wegen der fallenden Monotonie
der Lyapunov-Funktion entlang von Losungen mit
W (z0) < eo nicht moglich ist.

Nachdem erneut keine strikte Lyapunov-Funktion
gefunden wurde, muss LaSalles-Invarianzprinzip [11,
Theorem 3] erneut angewendet werden.

Aus den Abschitzungen in der Berechnung der
Monotonie der Ableitung von W entlang von Losungen
z und nach [7] gilt W(z(z)) = 0 genau dann, wenn

LL_LS _S

L L*S, S

S: LS Ef EI L'
k v Ok Lk k 1k
_LS _LkSE _EL

S L*S, IISSE, Efl

=1

gilt. Aus der ersten Zeile folgt offensichtlich direkt S, =
Sy und L = L*. Die zweite Zeile wird zu

LEf EIf LE EI
IFE. E I, IE, Eil
(16)

Vke{l,...,n}: =1

vereinfacht. Alle Kompartimente aufler Ry, die nicht
mehr in dieser Gleichung auftauchen, entsprechen
ihrem Gleichgewichtswert. O.B.d.A. kann wegen der
Nichtnegativitit der Losungen I, = al; mit a € Rg
gesetzt werden. Nun kann damit und den Gleichungen
in (16) gefolgert werden, dass Ex = aE; Vk € {1,...,n}
gelten muss, was mit den weiteren Gleichungen eine
analoge Ausgangslage wie eben ergibt und woraus
letztendlich die gesuchte Losungsmenge

E = {ZE I'ee | ac R>(),Z: (ST,CIET,QIT,R],...,SZ,
aky,aly Ry, L",S},aEy al})}

der Gleichungen gefolgert werden kann.

Sei nun z(¢) eine beliebige Losung mit z(fy) € E. Fiir
eine invariante Losung der Menge E muss also fiir alle
Zeiten t > 0 stets S, = S, gelten. Also muss auch
im Zeitpunkt Null die Differentialgleichung von S, den
Wert Null haben.

S0(0) = buL* — (a( Y. clf) + t)Si = 0
k=0
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Dies ist eine von der Variable a abhéngige affin-lineare
Abbildung, welche deshalb nur eine Nullstelle besitzt.
Fiir das endemische Gleichgewicht, also a = 1, gilt die
Gleichung wegen (6) offensichtlich und fiir ein a # 1
daher nicht. Mit (4) muss zusitzlich auch Ry = R}
sein. Damit ist M = {z€ E|a=1AR, =R} Vk €
(1,....n}} = {z*).
Weil jede Losung beschrinkt ist, kann [11, Theorem 3]
in allen Fillen angewendet werden, woraus die
asymptotische Konvergenz aller Losungen, die in ['gg
starten, gegen den endemischen Gleichgewichtspunkt
folgt.

(]

4 Bifurkation

Aus den bisherigen Ergebnissen wird deutlich, dass fiir
Zy < 1 der (eindeutige) DFE auf I' und fiir %y > 1
der (eindeutige) EE auf I'rg global asymptotisch stabil
sind.

Zusitzlich ist fiir %y > 1 der DFE instabil. Also

verdndert sich das Losungsverhalten an dem Punkt
o = 1 fundamental. Dieser wird Bifurkationspunkt
genannt und % ist hier der Bifurkationsparameter. Die
Konvergenzeigenschaften der Gleichgewichtspunkte
werden qualitativ in der Figur 1, welche ein
Bifurkationsdiagramm zeigt, abhidngig von der
Basisreproduktionszahl zusammengefasst. Es liegt
insbesondere eine forward Bifurkation vor.
Fiir die y-Achse wurde in dieser Abbildung das
Kompartiment der infizierten infizierenden Miicken
verwendet. Wegen des Lemmas hiitte fiir die qualitative
Zeichnung jedes beliebige infizierte Kompartiment des
Modells hergenommen werden konnen.

Zusammenfassung

Es konnte das globale Stabilititsverhalten in
Abhingigkeit der Basisreproduktionszahl fiir ein
Kompartimentmodell mit mehreren Vogelarten bei

einer miickeniibertragenen  Krankheit bestimmt
werden, obwohl die Koordinaten des (beweisbar
eindeutigen) endemischen Gleichgewichtspunktes

nicht immer explizit formelmissig angebbar sind.
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